
§ 8. Независимость /91

Независимость ряда аксиомных схем устанавливается 
посредством истинностных таблиц с двумя значениями ис
тинности 1 и 0 (отмеченное значение 1):

1) для А1 принимается ~ я = 0 и я1 : : яп = я1- ...
... • хп.

2) для А2 принимается ~ х = 1 ия1 : ... : хп = х1 \/ ... 
...\/я!п,где\/есть соединительная дизъюнкция(х1\/...\/хп= 
= 0,если и только если все ..., хп имеют значение 0);

3) для ЛЗ принимается ~ х = х, ху = 1, х1: ... : хп = 
= 1

4) для Л 4 принимается ~х — х, ху = х,х[: ... :хп = 
= х1

5) для А1 принимается —х = х, хУ\ ... :хп = 0
6) для Л9 принимается ~ х= х, х*:...: хп= х1\/ ...\/хп 
7) для ЛЮ принимается х* : ... : хп = х1\/ ... \/хп 
8) для ЛИ принимается х = ~ х, х* : х* = 0, я1:... 

... : хп = 1, если все х1 = 1, и х1 : ... : хп = 0 в осталь- 
ных?случаях (п > 2); рассматривается частный случай

а1: а2:...: ап f— (а1: а2:...: ап-1): а

Для доказательства независимости Л5 и Л6 можно 
воспользоваться трехзначными таблицами с 0 в качестве 
единственного отмеченного значения. Следующие таблицы 
являются общими для Л5 и Л6: 1) ~ я = 1, если х = 1; 
~ я = 2, если х = 0; —х — 0, если х — 2; 2) ху = 0, 
если и только если х = 0 и у = 0; в остальных случаях 
ху = 1; 3) ж1 : ... : хп = 1 (п > 2); 4) (х [— у) = 2, если 
х = 0 и у = 1 или у = 2; (х у) = 0 в остальных слу
чаях. Затем:

9) для Л5 принимается я1 • ... *хп = О (п > 2)
10) для Л6 принимается ж1* ... -хп = 1 (п>2).
Независимость Л8 и Л13 устанавливается посредством 

трехзначных таблиц с отмеченными значениями 0 и 1.
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Общие для них таблицы : 1) ~ х = 1, если я = 1; ~ х= 2, 
если х = 0; ~ х = 0, если х = 2 ; 2) (х |— у) = 2, если 
х = 0 или я = 1,ау = 2;(я|— у)=0 в остальных слу
чаях. Затем:

11) для 48 принимается ху = 2, если и только если 
у = 2 (или то и другое); ху = 0 в остальных слу
чаях; х1 : ... : хп = 0 (п 2), если одно и только одно х1 
равно 0, а все остальные х1 равны 2; х* : ... : хп = 2, если 
все х* равны 2; х1 : ... :хп = 1 в остальных случаях;

12) для Л13 принимается ху = 2, если и только если 
х = 2 или у = 2 (или то и другое); в остальных случаях 
ху = 1; х1: ... :хп = 1.

Независимость 412 и 414 доказывается посредством 
четырехзначных таблиц с единственным отмеченным зна
чением 0. Для А12 берется частный случай у1: ( у2:...: ym)f— 
Н У1 ‘У2 ••• •Ут> и независимость его доказывается при усло
вии, что АН имеет вид х1: ... : хп |— х, где х отличается от 
х1: ... : хп расстановкой скобок, за исключением случая, 
когда в скобки берется и хп. Такой формулировки АН до
статочно для доказательства Z8I2, с помощью которой лег
ко получить исключенный случай.

Общие для 412 и 414 таблицы: 1) ~ я = х, если х — 1 
или х — 2; ~ я = 3; если х = 0; ~ я = 0, если х = 3; 
2) ху = 0, если и только если я = 0и1/ = 0;в остальных 
случаях ху = 1; 3) (х (— у) = 2, если и только если х = 0, 
а у = 1, у = 2 или у = 3; (х |—- у) = 0 в остальных слу
чаях. Затем:

13) для 412 принимается хи. ... :хп = 0, если хп = 2; 
х1 : ... \хп = 2 в остальных случаях;

14) для 414 принимается хЧ ... хп = 1, если хотя бы 
одна х1 равна 1; хи. ... : хп = 0 в, остальных случаях;

Для доказательства независимости правил R1 и R2 
достаточно двухзначных таблиц. Таблицы для 2?1 : ~ я = 
= 0; ху = 0; х^\ ... : хп — 0; (х у) = 0, если и только 
если х = 1 и у = 1. При этом а |— а не будет тавтологией. 
Таблицы для R2: х — х\ ед = 0; я1: ... \хп = 0;
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(х Н У) = если и только если х = 1 и у = 0. При этом 
а\— аа не является тавтологией.

Для доказательства независимости /?3 воспользуемся 
трехзначными таблицами с отмеченным значением 0: 
1) ~ х = 1, если х = 1; ~ я = 2, если х — 0; —х = 0,
если х = 2; 2) ху = 0, если и только если х = 0 и у — 0;
ху = 1 в остальных случаях; 3) х1 : ... : хп = 1; 4) (х |—•
(— у) = 2, если и только если х — 0, а у — 1 или у = 2;
(х Н У) — 0 в остальных случаях. При этом а а : ~аа 
не является тавтологией.

§ 9. Правило подстановки

MTi. Если х у доказуема в S1, то z [— v, получаю
щаяся из х [— у путем подстановки высказывания а на 
место элементарного высказывания Ъ везде, где Ь входит в 
х [— у, доказуема в S'1.

Теорему МТ1 можно использовать как производное 
правило вывода (правило подстановки в элементарное вы
сказывание, аналогичное правилу подстановки в пропо
зициональную переменную).
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